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Funkcje mierzalne i obraz miary
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Def. Niech (X ,FX ) i (Y ,FY ) przestrzenie mierzalne. Odwzorowanie

T : X → Y jest mierzalne (lub FX -FY -mierzalne) je»eli

∀A∈FY
T−1(A) ∈ FX

(czyli, gdy przeciwobraz zbioru mierzalnego jest zbiorem mierzalnym).
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Lem. Je±li FY = σ(G) jest generowana przez rodzin¦ G ⊆ 2Y , to

T : X → Y mierzalne ⇐⇒ ∀A∈G T−1(A) ∈ FX

Dowód: �=⇒� jasne. �⇐=�. Rodzina Fok := {A ⊆ Y : T−1(A) ∈ FX}
jest σ-algebr¡ (przeciwobraz zachowuje sumy, przekroje i dopeªnienia).

Z zaªo»enia G ⊆ Fok . St¡d FY = σ(G) ⊆ Fok . Czyli T mierzalne. �

Wn. Odwzorowania ci¡gªe s¡ mierzalne (wzgl¦dem zbiorów borelowskich).
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Dowód: Niech (X ,OX ), (Y ,OY ) przestrzenie topologiczne i niech

B(X ) := σ(OX ) oraz B(Y ) := σ(OY ) σ-algebry zbiorów borelowskich.

T : X → Y odwzorowanie ci¡gªe
Def⇐⇒ ∀U∈OY

T−1(U) ∈ OX

OX⊆B(X )
=⇒ ∀U∈OY

T−1(U) ∈ B(X )

Lem
=⇒ ∀U∈B(Y ) T

−1(U) ∈ B(X )

Def⇐⇒ T : X → Y mierzalne �

Uw. Funkcji mierzalnych jest du»o wi¦cej ni» ci¡gªych
(bo zbiorów borelowskich jest du»o wi¦cej, ni» otwartych).

Prz. Funkcja charakterystyczna 1A : X → R zbioru A ⊆ X jest dana

wzorem

1A(x) =

{
1, x ∈ A

0, x 6∈ A

Je±li X przestrze« mierzalna, to 1A mierzalna ⇐⇒ A mierzalny.

Je±li X przestrze« topologiczna, to 1A ci¡gªa⇐⇒ A otwarto-domkni¦ty.
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Stw. Zªo»enie funkcji mierzalnych jest funkcj¡ mierzaln¡.

Dowód: Niech (Xi ,Fi ), i = 1, 2, 3, przestrzenie mierzalne i niech

T1 : X1 → X2 oraz T2 : X2 → X3 odwzorowania mierzalne. Wtedy

X1
X2 X3

T1 T2T1

X1
X2

T2

X3

A

T1

X1
X2

T2

X3

AT−1
2

(A)

T1

X1
X2

T2

X3

AT−11 (T−12 (A)) T−1
2

(A)

T2 ◦ T1 : X1 → X3 oraz dla ka»dego A ∈ F3 mamy

(T2 ◦ T1)−1(A) = T−11 (T−12 (A)︸ ︷︷ ︸
∈F2

) ∈ F1 �

Stw. Niech T : X → Y odwzorowanie mierzalne mi¦dzy przestrzeniami

mierzalnymi (X ,FX ), (Y ,FY ). Dla ka»dej miary µ na (X ,FX ) wzór

∀A∈FY
T (µ)(A) := µ(T−1(A))

de�niuje miar¦ na (Y ,FY ).
︸ ︷︷ ︸
T (µ)

︸ ︷︷ ︸
µ
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Dowód: T (µ)(∅) def
= µ(T−1(∅)) = µ(∅) = 0.Je±li {An}∞n=1 ⊆ FY

parami rozª¡czne, to

T (µ)(
∞⊔
n=1

An)
def
= µ(T−1(

∞⊔
n=1

An))
przeciwobraz zachowuje

=======
sumy i rozª¡czono±¢

µ(
∞⊔
n=1

T−1(An))

σ-addytywno±¢
======
miary µ

∞∑
n=1

µ(T−1(An))
def
=

∞∑
n=1

T (µ)(An). �

Def. Miar¦ T (µ) nazywamy obrazem miary µ przy odwzorowaniu T .

Prz. Niech (Ω,F ,P) przestrze« probabilistyczna.

Zmienna losowa ≡ funkcja mierzalna ξ : Ω→ R, tzn.
∀A∈B(R) ξ−1(A) ∈ F

Rozkªad zmiennej losowej ξ ≡ obraz miary P przy ξ

∀A∈B(R) µξ(A) := P(ξ ∈ A) = P(ξ−1(A))

Ω

ξ

RΩ AΩ
ξ−1(A)

µξ(A)Ω
P(ξ−1(A))

µξ = ξ(P)
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Def. Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡. Mówimy, »e odwzorowanie

mierzalne T : X → X zachowuje miar¦ µ lub te» »e miara µ jest

niezmiennicza ze wzgl¦du na T je»eli T (µ) = µ, czyli

∀A∈F µ(A) = µ(T−1(A)).

Prz. Miara Lebesgue'a jest niezmiennicza ze wzgl¦du na przesuni¦cia

∀y∈Rn ∀A∈B(Rn) λ
n(y + A) = λn(A).

(T (x) := x + y jest odwzorowaniem mierzalnym T : Rn → Rn i T (λn) = λn)

Def. Niech O(n) oznacza zbiór macierzy ortogonalnych n × n:

T ∈ O(n) ⇐⇒ T t · T = I

Uw. Macierze n × n mo»emy traktowa¢ jako odwzorowania liniowe

T : Rn → Rn. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1 T ∈ O(n)

2 T zachowuje iloczyn skalarny 〈x , y〉 =
∑n

i=1 xiyi .

3 T zachowuje norm¦ ‖x‖ =
√∑n

i=1 x
2
i .
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Tw. T ∈ O(n) =⇒ T (λn) = λn
(
miara Lebesgue'a jest niezmiennicza

ze wzgl¦du na liniowe izometrie

)
Dowód: Izometria T jest ci¡gªa, wi¦c mierzalna. Dla dowolnych

A ∈ B(Rn), y ∈ Rn mamy

T (λn)(y + A)
def
= λn(T−1(y + A))

liniowo±¢ T−1
====== λn(T−1(y) + T−1(A))

niezmienniczo±¢ λn
======

na przesuni¦cia
λn(T−1(A))

def
= T (λn)(A).

Czyli T (λn) niezmiennicza na przesuni¦cia. Ponadto zauwa»my, »e

K (0, r) = {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} = {x ∈ Rn : ‖Tx‖ < r}
= {x ∈ Rn : Tx ∈ K (0, r)} = T−1(K (0, r))

St¡d T (λn)(K (0, r)) = λn(T−1(K (0, r))) = λn(K (0, r)) <∞.

Zatem na mocy Wn3 z wykªadu 3, dla pewnego c ­ 0 mamy

T (λn) = cλn.

Ale skoro T (λn)(K (0, r)) = λn(K (0, r)), to c = 1. �
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Def. Niech GL(n) oznacza zbiór odwracalnych macierzy n × n:

S ∈ GL(n) ⇐⇒ det(S) 6= 0 ⇐⇒ S : Rn → Rn odwracalne

Uw. O(n) ( GL(n). Mianowicie, T ∈ O(n) =⇒ det(T ) = ±1.

Tw. (Obraz miary Lebesgue'a przy odwzorowaniu liniowym)

S ∈ GL(n) =⇒ S(λn) = | det(S−1)|λn = | det(S)|−1λn

Dowód: (Krok 1) Zaªó»my, »e S = D diagonalna

D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 oraz λ1, ...λn > 0

Odwzorowanie D : Rn → Rn, Dx = (λ1x1, ..., λnxn) jest ci¡gªe, a wi¦c

mierzalne. Ponadto

det(D) = λ1 ·λ2 · · · · ·λn oraz D−1 =


λ−11 0 · · · 0

0 λ−12 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λ−1n

.
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Czyli D−1x = (λ−11 x1, ..., λ
−1
n xn) oraz det(D−1) =

n∏
i=1

λ−1i . St¡d

D(λn)
(
[a1, b1)× · · · × [an, bn)

)
= λn

(
D−1

(
[a1, b1)× · · · × [an, bn)

))
= λn

(
[λ−11 a1, λ

−1
1 b1)× · · · × [λ−1n an, λ

−1
n bn)

)
=

n∏
i=1
|λ−1i bi − λ−1i ai | =

n∏
i=1

λ−1i

n∏
i=1

(bi − ai )

= det(D−1) · λn
(

[a1, b1)× · · · × [an, bn)
)
.

Zatem D(λn) = det(D−1)λn z jednoznaczno±ci miary.

(Krok 2). Wykorzystamy znany fakt z algebry, »e ka»d¡ odwracaln¡

macierz S ∈ GL(n) mo»na zapisa¢ w postaci

S = T1DT2, gdzie T1,T2 ∈ O(n) oraz D diagonalna

z warto±ciami wªasnymi λ1, ...λn > 0. St¡d dla A ∈ B(Rn) mamy

S(λn)
(
A
)

= λn((T1DT2)−1(A)) = λn(T−12 D−1T−11 (A))

T2∈O(n)
= λn(D−1T−11 (A))

Krok 1
= det(D−1)λn(T−11 (A))

T1∈O(n)
= det(D−1)λn(A).
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Czyli S(λn) = det(D−1)λn.

Ponadto zauwa»my, »e T ∈ O(n) =⇒ det(T ) ∈ {−1, 1}, gdy»
det(T )2 = det(T ) det(T ) = det(T t) det(T ) = det(T tT ) = det(I )

= 1.
Zatem

| det(S)| = | det(T1DT2)| = | det(T1) det(D) det(T2)| = | det(D)|
= det(D).

Czyli det(D−1) = det(D)−1 = | det(S)|−1 i st¡d

S(λn) = | det(S)|−1λn. �

Wn. (Obj¦to±¢ n-wymiarowego równolegªoboku)

Je±li v1, ..., vn s¡ liniowo-niezale»nymi wektorami w Rn, to obj¦to±¢

równolegªoboku przez nie rozpi¦tego jest dana przez moduª

wyznacznika macierzy utworzonej przez te wektory.
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